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1. Bevezetés

Az éltaldnos relativitdselmélet szerint az elektromdgneses sugdrzds, igy a fény is, amikor
elhalad egy tomegpont mellett, a tér gorbiiletét kovetve elhajlik. Az elhajlds mértéke kicsi,
azonban nagy tomegek esetén kimutathaté lehet. Einstein dltaldnos relativitdselméleti
joslata pontosan kétszerese annak, amit a newtoni gravitdciéelmélet jésol a részecskének
tekintett fény elhajldsdra. Az 1919-es napfogyatkozds alkalmaval Eddington-nak sikeriilt
kisérletileg is kimutatni ezt a jelenséget: tavoli csillagoknak a Hold &ltal letakart Nap
mellett elhaladé fénysugarai 1,74 ivmésodperces elhajlast szenvedtek a Nap gravitaciéjanak
hatdséra.[1]

Abban az esetben, ha mind a héttérobjektum (a fényforrds), mind pedig az elétér-
objektum (példdul egy galaxis) tdvol van, a gravitdcids fényelhajlds kovetkeztében tobb
olyan fénysugdr is elérheti a foldi megfigyelét, mely eredetileg kiilonb6z6 irdnyokba indult.
A foldi megfigyel6 ezért tobb (alapesetben két) példdanyban is latja a fényforrast. A tévoli
fényforras sugarainak ezt a fokuszaldasat gravitdcids lencsejelenségnek nevezziik, az elhajldst
okozé objektumot pedig gravitaciés lencsének. Az optikai analégia csupdan formdlis, a
gravitdcids lencse nem egy pontba, hanem egy egyenesre fékuszdl.

Chwolson 1924-ben mutatott ra arra [2], hogy abban az esetben, ha egy hattércsil-
lag (fényforras), egy el6tér objektum (gravitécios lencse) és a megfigyeld tokéletesen egy
vonalban vannak, a tengelyszimmetria miatt nem két kép, hanem az in. Einstein gyfirii
keletkezik. 1936-ban Einstein[3] meghatédrozta a csillag fékuszalt képének luminozitasat.
Megéllapitotta, hogy amennyiben a forrds, a lencse és a megfigyel6 egy vonalban vannak,
akkor a keletkezd kép fényesebb. Azonban akkoriban gy vélték, hogy az igy keletkezd
képeket lehetetlen optikai tavcsével felbontani, igy kicsi az esélye, hogy a gravitacios lenc-
sézés jelenségét megfigyeljék.

Néhény szerz6 (Eddington [4], Chwolson [5]) mér igen kordn meghatdrozta, hogy a
fényelhajlds gravitacios lencsézést okoz. Zwicky [6] nagy dlma volt a gravitdcids lencsézés
megfigyelése. KésObb a gravitdcids lencsézést egyre tobben tanulmanyoztak. Klimov[7] a
galaxisok lencsézését, mig Liebes[8] a galaxisunkban lev$ gombhalmazok csillagainak lenc-
sézését vizsgalta. Refsdal]9] volt az elsd, aki a geometriai optikat hasznélta fel a gravitdcios
lencsézés vizsgélatara.

A kvazarok idedlis forrdsok az adott jelenség tanulményozdsira, nagy luminozitdsuk,
pontszerii képiik, spektrélis jellemzoik és Foldtol vald, csillagaszati léptékkel mérten is nagy
tavolsaguk miatt.

Zwicky nagy dlma akkor teljesiilt, amikor Walsh, Carswell és Weymann[10] felfedezték
az els6 gravitdcidsan lencsézett kvazart, a QSO 19574561-et. A kvazdr két képe egymédstol
hat fvmésodpercre van. Mindkét képnek hasonlé az optikai spektruma, és taldltak egy
galaxist is a két kép kotott. A képek fluxus-ardnya ugyanannyinak adédott mind optikai,
mind radié tartomdnyokban, és a VLBI mérések is taldltak hasonlésdgot a két radié kép
kozott.

A VLBI eredményeket Narasimha és munkatarsai[l11] modellezték, kimutatva, hogy egy
halmaz ,tovdbba egy drids elliptikus galaxis sziikséges a megfigyelt eredményekhez.

Tovébbi kutatdsok eredményeképpen tobb mint egy tucat ilyen fajtdji tobbszoros képi
kvazért fedeztek fel, valamint még hat gytir{i alakot formalé radié képet talaltak.

Az els6 Einstein gyfiriiket Hewitt és munkatarsai taldltdk[12] 1987-ben. Cheng és Refs-
dal (1979, 1984)[13][14] kifejlesztették a mikrolencsézés elméletét, hogy megmagyardzzak
a fluxus véltozaséat a képeken. Uj lencse-jelenségek, név szerint érids luminozitdsa korivek,



és a mikrolencsézés megfigyelései robbandsszertien sokasodtak és sokasodnak napjainkban
is.

A gravitdcios lencsehatds igen fontos médszer tavoli, akar elektromdgneses spektrum-
ban sotét objektumok detektdldsdra is, gravitdciés hatdsuk alapjan. Az Univerzum sz-
erkezetének feltérképezéséhez igen hasznos moédszer. Jelenleg tobb kutatécsoport is dolgo-
zik a vildgité anyagnal tobb mind tizszer tobb sotét anyag eloszlasdnak feltérképezésén, a
gravitdcios lencse-hatds statisztikai feldolgozdsa alapjén.

A legtobb esetben a lencse nem elég erés ahhoz, hogy tobbszoros képet vagy hatalmas
készitsen. Ezt nevezziik gyenge gravitacios lencsézésnek. A tobbszoros képek és vek az in.
erds gravitacios lencsézés esetén keletkeznek.Ezzel a téméval sok szerzd foglalkozott.[15]

A branok fogalma a hirelméleti megfontoldsokbdl szarmazik.Ebben az elméletben a
vildgunkat egy hértyaszerii képzédménynek, in. bréannak képzelik el. A lathaté anyag és a
fény erre a brénra van korldtozédva.

Dolgozatomban ismertetem a fény elhajlasdt, valamint a gravitdciés lencsézést gomb-
szimmetrikus téridokben, elébb Schwarzschild, majd Reissner-Nordstrom téridok esetén.
Utébbi elektromos toltéssel rendelkezd fekete lyukat ir le, melyet djabban asztrofizikai
fekete lyukak modellezésére hasznédlnak.

Uj eredményképpen bemutatom a fényelhajlést és gravitaciés lencsézést a bran-elméle-
tekben megjelend, tomeg és drapdly toltés altal jellemzett fekete lyuk koriil. Végiil a
lencsézo objektum mozgdsdnak mésodrendben megjelené korrekciéit ismertetem.

A dolgozat egészében G = 1 = ¢ egységeket hasznédltam az analitikus eredmények be-
mutatasaban; a numerikus eredmények megaddsakor azonban G és ¢ dimenziondlis analizis
segitségével visszakeriilt és ezek SI értékét felhasznaltam.

2. Fényelhajlas Schwarzschild téridoben els6 rendig

Az altaldnos relativitdselméletben a gombszimmetrikus, sztatikus csillagok kiilsé gravita-
ciés terét az Einstein egyenletek Schwarzschild megolddsa adja meg:

-1
ds® = — <1 — g) dt* + (1 - g) dr® 4+ r2dQ?, (1)
ahol M a csillag tomege, t a Schwarzschild id6, r pedig a Schwarzschild radidlis koordindta
és a fénysebességet és a gravitdciés dllandot 1-re normaltuk (¢ = 1,G = 1). A Schwarz-
schild téridében levezethet6 a lencséz6 objektum mellett elhaladé elektromégneses sugarzas
elhajldsi szoge.

Viélasztunk egy A iddszerii paramétert. A fény terjedését leiré Lagrange fiiggvényt a
kovetkez6 Osszefiiggés adja meg

2L = ds*/d\* =0, (2)

ahol az utolsé egyenloség annak koszonheto, hogy az elektromdgneses sugdrzas a fénykidpon
terjed, ezért a négyestavolsdg ds? = 0. Ezt a feltételt viszont a hatdsban nem, hanem csak
a mozgdasegyenletekben hasznalhatjuk ki. A Lagrange-fiiggvény tehdt

1
2L = — (1 - ﬂ) 2+ (1 - %> #2420 4 sin? 03 3)

T T

ahol a pont a A szerinti derivélast jeloli.



A (t,r,0,p) véiltozdkra szeretnénk felirni az Euler-Lagrange egyenletet. El6szor tegyiik
ezt meg f-ra :

2r% sin 6 cos 0 — (2r20) = 0 (4)

Ha a fenti egyenletben 0y = 7/2 vélasztéssal éliink (egyenlitéi sikbdl indulé pélya), akkor
(r20) = 0, amibél az kovetkezik, hogy 20 =sllandé. Valamint, ha 6y = 0 (egyenlité mentén
inditjuk) is kezdofeltétel, akkor r20 = 0,amibbl § = 0 kovetkezik. Tehét ha az egyenlitd
mentén inditott probarészecske egyenlitoi stkban marad. Ha ugyanis a részecske eltériilne
felfelé vagy lefelé, akkor sériilne az egyenlitd menti tiikrézési szimmetria.

Mivel a téridé forgdsszimmetrikus, minden palyat atforgathatunk egyenlitéi sikba. Igy
tetszoleges palya Lagrange fiiggvényébe is 0y = m/2 helyettesithetd

oM\ . oM\ !
ot (122 (1220 e 5
T r

Lathato, hogy t-t6l és ¢-t6l nem fiigg a fenti kifejezés, azaz azt mondhatjuk, hogy ¢ és
¢ ciklikus véltozok. Az Euler- Lagrange egyenlet dltaldnos alakjabol

oL d 0L

dxe  d\dic (6)
lathato, hogy a ciklikus koordindtdkhoz tartozé dltaldnositott impulzusok megmaradnak.
Tehat

-y _p (1)
r
és
r’p=J (8)
megmaradé mennyiségek, amelyek kapcsolatban dllnak az energidval és az impulzusmo-
mentummal.
Hasznaljuk most ki, hogy ds?* = 0.Ekkor

J? 2M

—( —"77‘) (9)
A fenti egyenlet felfoghaté egyfajta radidlis egyenletként is (a tulajdonképpeni radiélis
egyenlet els6 integrélja). Mivel ebben az alakban nem tudjuk integralni, ezért attériink a ¢

szerinti derivéldsra és r helyett az u = 1/r véltozéra. Ekkor az egyenlet a kovetkezdképpen
alakul:

0=7r%2—FE*+
T

2 E2
0=u —ﬁ+u(1—2Mu). (10)
Derivéljuk fenti egyenletet:
0=u'(u" +u—3Mu?). (11)
Latjuk, hogy két eset lehetséges:
1.eset
u =0 — 17 =0 tehdt r =édllandé. A foton korpédlydn mozog a csillag kortil.
2.eset



u' +u = 3Mu?.

(12)
r"3M. Hatéaresetben kimondhatjuk, hogy a korpalya sugara 3M/. Ez nagyobb, mint a
Schwarzschild sugér, r¢ = 2M

Tekintsiink most olyan fotonpalydkat, amelyek majdnem korpalydk. Ekkor u”~0, azaz
Gravitdciés potencidlt elhagyé fény gravitdcids voroseltolédast szenved. Ha a tomeg
elég kompakt, hogy a sugara kisebb legyen, mint rg ,akkor fekete lyuk keletkezik, melynek
rg az eseményhorizontja. Az eseményhorizonton a voroseltolodds végtelen. Ha a fény el
szeretné hagyni az eseményhorizontot, akkor folyamatosan elvesziti a teljes energidjit, igy

nem tud kijutni a fekete lyuk kérnyezetéb6l. A Nap esetén rg ~ 3 km, jéval a Nap felszinén

beliil. Csillagok koriil tehdt nem valésulnak meg a koralaku fotonpalydk, de fekete lyuk
koriil lehetséges, mert nagyon gorbiilt a tér. Az r = 3M viszont instabil korpélya.

1. abra. Stabil és instabil palyak

Oldjuk meg a homogén egyenletet:

W +u=0.

Ez egy oszcilldtor egyenlet, amelynek dltaldnos megoldésa:

(13)

u=Asinp+ Bcosy.
A két konstanst a kovetkezé médon vélasztjuk meg. 1. Ha ¢ = 0, akkor u = 1/b. 2. Ha

(14)

¢ — —m/2, akkor u = 0. Igy a két konstans értéke A = 0 és B = 1/b, ahol b az tn.
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impakt vagy iitkozési paraméter.0A b adja meg az el nem téritett sugar és az objektum
tavolsagat.Tehat a homogén egyenlet megoldésa:

1
u= g cosyp. (15)

Térjiink vissza az eredeti egyenlethez, ennek megoldédsét keressiik kovetkezod alakban:

1
u= Ecosgo—kav(cp), (16)
ahol "
= —. 17
=5 (17)
poszt-newtoni paraméter. Az elsérendii v fiiggvényre a kovetkezd adédik
= 13- cos2p) (18)
V=5 cos 2¢p) .

Tehét az eredeti egyenlet megoldédsa:

! + M (3 20) (19)
= —(3 — cos2p).
becosp 207 7

A fényelhajlds dp szogét a kovetkez6é megfontoldsbdl kaphatjuk meg. Ha r — oo, akkor
u=0¢s o =m/2+ dp/2, tehit

u

1 T 0p
0= ECOS(E + 7)

Az els6 tagot Taylor sorba fejtve dp-re a kivetkezo kifejezést kapjuk:

M
+ @(3 —cosT).

4M

Ez a kifejezés lesz az elhajléds szoge, vezetd ( 0.-ad rendben).
A Nap esetében ez az elhajlasi sz6g ryim = 7o és M = M, esetén széamolva

Spe = 1,757 (21)

Ezt az értéket mérte ki Eddington, igazolva Einstein szamitésait.

3. Gyenge gravitaciés lencsézés

Irjuk fel a Schwarzschild metrikat egy radidlisan terjedd foton palydjanak két pontjéra:

2M oM\ "
ds2:0:—(1——> dt2+<1——) dr? (22)
T r

Szamoljuk ki, mennyi a fény terjedési sebessége ezekben a koordindtakban

C(T):E: - (23)

Ez a vdkuumbeli fénysebességnél kisebb érték. Ez a fénynek nem a tényleges, hanem a
(t, r) koordindtdkban mért ldtszélagos sebessége.

6
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2. dbra. A lencsézés geometridja

Bevezethet6 az aldbbi paraméter:

oM\ oM
nziz<1——) ~1+— (24)

c(r) r r
A fény elhajlasat okozo6 tomeg tehdt gy viselkedik, mint egy lencse, amelynek n a torés-
mutatdja. A torésmutaté fiigg r-tol.

A fény elhajldsa az objektumok képeinek megsokszorozédasét okozhatja. Ha a harom
test pontosan egy egyenesen van, akkor a képek gytiriit alkotnak, amit Einstein gyfirtinek
neveznek.

A Nap &ltal okozott fényelhajlds miatt nem lathatunk Einstein-gyfirtiket a Foldon. A
Nap &ltal okozott Einstein-gytiriit csak a Naptol mért

d=—"9 _ ~1000CsE (25)

tan (%)
tavolsagban lathatnank.

A kovetkezOkben levezetjiik a gravitacios lencse alapegyenletét. Mint eddig is, a fényt
sugdrnak tekintjiik, hulldmjellegével nem foglalkozunk. Ezenkiviil a vékony lencse kozelitést
alkalmazunk, mely szerint a forrds, az objektum és a megfigyeld egymédshoz viszonyitott
relativ sebességei sokkal kisebbek, mint a fénysebesség.Valamint a megjelent szogeket kis
szogeknek tekintjiik.

A geometriabdl latszik, hogy

SST = Do

7



valamint
SSst = 50! — SO = D,© — DB = D,(6 — 3).
Igy
Dls
B=0-— Ed’ (26)

ad = 4GM/c?b és b = D, osszefiiggések behelyettesitése utan 0-ra egy masodfoki egyenlet
adddik, melynek gyokei:

5, VA
012 = 5 + IR (27)
ahol
A=p+ Dis 6. (28)
DD,
Ha 8 =0, a két gyok egybeesik
6 = 2/, | 2 (29)

Dle
helyen. Azonban a probléma tengelyszimmetrikus jellege miatt a nemcsak két kép keletkezik,
hanem az osszes tobbi azimutélis szog irdnydban. Ezért fp nem mads, mint az Einstein
gytri radidnban kifejezett sugara.

4. Az elhajlasi szo0g meghatdarozasa masodrendig

4.1. Schwarzschild fekete lyuk

Mir kordbban is megkaptuk az aldbbi egyenletet(G=1,c=1)[15]:
d*u

dp?

Keressiik a masodrendben érvényes megolddst a kovetkezo alakban

+u = 3Mu? (30)

u = ug + eup + Uy + ... (31)

majd frjuk vissza a fenti differencidlegyenletbe.

A homogén egyenlet megolddsa wug = uy cosp, ahol az uy = 1/b, vagyis a b impakt
paraméter reciproka. Az € = Muy kis paraméter, amit szintén visszairunk az egyenletbe.
A kovetkezot kapjuk:

(ug + uo) + €(u] +uy — 3uy cos® @) + €2(uy + ug — 6uy cosp + 6Mu3) +... =0  (32)

Irjuk Gssze az € és e>-es tagokat:

u; +u; = 3uycos? g (33)
Uy + Uy = 6uycosp+ 6Mu? (34)

8



Fekete lyuk

3. dbra. A fény elhajldsa

Ezeket megoldva meg lehet hatdrozni a megoldést:

1 3
u ~ uy|cosp + §MuN(3 —cos(2¢p)) + EMQU?V(QOQO sin ¢ + cos(3¢) + 10cos )] (35)

Ha a fénysugar a végtelenbdl érkezik, akkor azt mondhatjuk, hogy v = 0 és a fénysugér
eltérése az egyenes vonali mozgastél nagyon kicsi lesz ¢ = /2 + dp/2. A dp kicsi, igy a
trigonometrikus tagok sorba fejthetok. Ekkor az elhajlési szogre a kovetkezot kapjuk:

4M  M?*15
do =~ 2 +b2 i (36)
Ha a legkozelebb vagyunk a lencsézé objektumhoz, akkor w = 1 /7y, ¢ = 0 és uy = 1/rmin
(1 — M /rmin — 1/16 M /1 min]. Az elhajlsi sz6g mésodrendig tehét:

aAM  M? (15
0p = —— | —7m—4
i T'min " Trznin ( 4 " ) <37)
Nap esetén az elhajlas szogének elsé és masodrendii jarulkékai:
dp, ~ 1.750009147 | (38)
Sp, ~ 7.227 x107%. (39)

Lathato, hogy a jarulék nagyon kicsi lesz az els6 vezetd taghoz képest.

Kompakt égitest esetében azonban méar m&s a helyzet. Példaul egy 10 M, fekete
lyukra nézve, b = 100 M, impakt paraméter esetén viszont a mésodrendii korrekcié mar
nem elhanyagolhato:

22.918° | (40)
6.750° . (41)

Q

5800
0y

Q



4.2. Reissner -Nordstréom fekete lyuk

A Reissner-Nordstrom fekete lyukat az M tomege és Q elektromos toltés paramétere
jellemzi[19]. Metrikdja a kovetkezo:

oM Q? 2M  Q?
ds* = —(1— "+ Q—2)dt2 +(1-—+ Q—Q)‘lczr2 + r2dQ?
r r T r

Ugyanazt a procedurat elvégezve, mint a Schwarzschild esetnél, a kovetkezo egyenletet
kapjuk:
d*u
— +u=3Mu®—2Q°u". 42
- Q (12)

Az eldz6 szamoldshoz hasonléan beirjuk az egyenletbe a u = ug + euy + €uy + .. kifejezést

és a kovetkezot kapjuk:

2
(gt ) +€(u) +uy —3uy cos® o) 46 (ty+ug —6u; cos <p—|—6Mu%—|—2Q— cos® p)+... =0 (43)

e
Ismét oldjuk meg € és e*-re
u; +u; = 3uycos? (44)
2
Uy + Uy = 6uycosp+ 6Mu? — 2% cos® ¢ (45)
Ezeket az egyenleteket megoldva:
1
U R uy [coscp + §MUN(3 — cos2yp)
3 4 2 2
+1—6M2u?v {(20— %) psinp + (1 + 36\242> cos3g0H (46)
Az elhajlds szoge
2
0p & AM [Tumin + M? /13, (15/4m — 4) = 3/4——n (47)

Az impakt paraméterrel kifejezeve:

4M  M?15 30Q?
N — ot ——— T — —— 4
N T A (48)
Asztrofizikai fekete lyukaknak nem ismert netté elektromos toltése, azonban egyes mod-
ellek szerint akkréciés koronggal elldtott fekete lyuk modellezheté Reissner-Nordstrom

tériddvel.
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5. Einstein elhajlasi szo6g kiszamitasa dltalanos sztatikus
gémbszimmetrikus metrikara

Felirjuk egy altaldnos sztatikus és gémbszimmetrikus (nem feltétleniil vakuum) téridének
az fvelemnégyzetét[16]:

ds®> = B(r)dt* — A(r)dr? — D(r)r?(d6? + sin? 0dp?) (49)
ahol A, B, D tetszdleges fiiggvények. A null geodetikus egyenletek

dvt L
d—Z + F;kU]’Uk =0 (50)
ahol
gijvjvj =0 (51)

vl = ‘fi—ﬁ: a tangens vektora a null geodetikusnak. &k az affin paraméter.

A fenti egyenletek értelmében

dt
B~ = K 52
e (52)

de
Dr?sin?0->- = J 53
rosint o (53)

20 (2 D'\ drdd dp\”
— 4+ (2+ =) = —sinfcosf (=) = 0 54
dk2+<r+D)dkdk s v eos (dk) (54)

és

BPr A dr, Dr:42Dr | [(dO\? ., [do\’
TRy vy — [(E) +sin 9(%)

B [dt\?
+ o7 (%> =0 (55)

K és J integréciés konstansok. Felirhaté még:

dt 1
= = = 56
dk B (56)

Kihasznélhat6 a metrika gombszimmetridja, valasszuk § = w/2-nek. Weinberg munkéja
nyomdan megkapjuk a foton palydj&t:

AGN[(r\2 D) B(ry) | ar
o) -ve= [7(50) (£ LU 57)
D(r) ro) D(ro) B(r) r
ahol ro a legkozelebbi tdavolsag, amelyre megkozeliti a fény az objektumot. Az integrécids
konstans J pedig:

D(ro)
B(ro)

Az Einstein eltéritési szogre ezek utdn a kovetkezd adodik

J = To (58)

5p(ro) = 2]p(r0) — Poo| — T
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6. Bran-vilagok

Négy kiilonboz6 alapvetd kolecsonhatést ismeriink, amelyek az elemi részecskék kozott fel-
léphetnek: az elektromdgneses kolcsonhatdst, ami igen nagy szerepet jatszik hétkoznap-
jainkban, a gyenge kolcsonhatdst, amely a neutron tgynevezett (S-bomlédsédért felelos, az
eros kolcsonhatést, ez tartja egyben az atommagot, és természetesen a gravitaciot, ami a
részecskék tomegével ardnyos vonzoéerdt ad. Az elmilt harminc évben kideriilt, hogy az
elektromégnességet és a gyenge kolcsonhatdsokat egyetlen egyesitett elmélettel lehet lefrni,
ez az elektrogyenge-elmélet (mas néven a Standard Modell). Ennek alapvet energiaskalajat
a kolcsonhatdst kozvetitd részecskék (W- és Z-mértékbozonok) tomege hatdrozza meg, és
értéke hozzavetolegesen 100 GeV, vagyis a proton tomegének 100-szorosa. Fzen kiviil az
is vildgossd vélt, hogy az erds kolcsonhatds is igen jol beilleszthetd a Standard Modellbe,
ha az er6s kolcsonhatds kvarkok kozott hat, amely kvarkok a proton és a neutron elemi
épitokovei. Tehat az elektrogyenge és az erds kolcsonhatédsok egyetlen egyesitett elmélettel,
a részecskefizika Standard Modelljével irhatok le, és az elmélet alapvetd elemi skaldja 100
GeV koriili.

A gravitdciés skdla hatalmas értéke okozza a részecskefizika egyik legnagyobb dilem-
méjat: hogyan lehetséges, hogy a két elmélet (amelyek remélhetSleg egyetlen alapvetd
elmélet két kiilonbozd megnyilvdnuldsai) skédldja ilyen mértékben kiilonbozzon egyméastol.
A kvantumelméleti effektusok (hurokkorrekcick) még silyosabbd teszik ezt a problémat:
a Standard Modellben ugyanis létezik egy (mindmaig kisérletileg nem észlelt) részecske, a
Higgs-bozon, ami alapveto szerepet jatszik az elméletben, hiszen az 6szszes tobbi részecske
a Higgs-bozonnal val6 kdlcsonhatds révén ,kap” tomeget. Tehat ennek a Higgs-bozonnak a
tomege és a kolcsonhatdsai hatdrozzak meg a modell 6sszes tobbi részecskéjének a tomegét.
A kvantumeffektusok (hurokeffektusok) révén viszont a Higgs-bozon témege Mp (Planck
tomeg) nagysagu korrekciokat kapna. Vagyis a Standard Modellben az elektrogyenge-
elmélet skdldja destabilizdlédik a kvantumeffektusok révén, és ez a gravitacios kolcsonhatds
Planck-skaldja és az elektrogyenge-skdla kozti ériasi kiillonbség kovetkezménye. Ezt nevezik
hierarchia probléméanak, ami a részecskefizika egyik legmélyrehatébb kérdése. Az elmuilt
két év 1ij extra dimenzids elméleteinek egyik f6 célja, hogy magyarazatot taldljanak erre az
izgalmas kérdésre.

A hidrelméletben az alapvetd részecskék szerepét egy apréd rezgd hir veszi dt. FEz a
hipotézis azért izgalmas, mert a hir elemi gerjesztései (amelyek az elemi részecskéknek
felelnek meg) automatikusan tartalmazzak a gravitdcié kvantumét, a 2-es spinfi gravitont.
A hidrelmélet egy véges kvantumelmélet

Kutatok felismerték azt,hogy a hirelméletben létezhetnek kiterjedt objektumok,amelyek
membrénokhoz hasonlitanak. Az elnevezésiik innen szdrmazik: bran. A bran nem sziik-
ségszertien kétdimenzids, lehet magasabb dimenzi6ji is. Ezek alapjan a membrant 2-
brannak, a hirt 1-brannak hivjuk. A legérdekesebb a 3-bran, hiszen ennek hdrom térdi-
menzidja van és mi is a vildgunkban csak harom dimenziét érzékeliink.

Az anyag (azaz mi is) egy harom dimenzids brénon létezik. A gravitdcié azonban maga
a tér deformécidja, tehdt a gravitdcié sziikségszeriien az tsszes téridé dimenziéban terjed.
Igy a gravitdcis allandé nem valédi természeti allando, csak egy effektiv paraméter, amit
a jelenleg elérhet6 energidkon mériink.

Amennyiben elég nagy energidkat (vagyis kis tavolsagokat) probédlnank ki, akkor az
extra dimenzidk ,megnyilndnak” elottiink, és a valés fundamentélis természeti dllandét
mérhetnénk meg.[17]
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Hurelméleti elképzelések megmutattdk, hogy ha mig az anyagi mez6 egy 3-branon
van lokalizdlva 14-34+d dimenziéban, addig a gravitdcié behatolhat az extra dimenzidkba.
Ezeknek az extra dimenziéknak nem muszéj kompaktnak lenniiik. Ez adhat magyardzatot
arra, miért olyan gyenge a gravitacios kolcsonhatds a masik harom kolcsonhatdshoz képest.

Ha nincs kozmoldgiai konstans, akkor a vakuum branon a médositott Einstein egyenlet:

Gab = —Eab , (59)

ahol e, az 6tdimenzids tér (a bulk) Weyl gorbiiletének elektromos része.

7. Fekete lyukak a branon

Ha az anyag a gravitdcié hatdsara osszezuhan a 3-branon és nem feltessziik,hogy nem forog,
akkor fekete lyukks alakul. Ezt a fekete lyukat a Schwarzschild metrika irja le helyesen az
altaldanos relativitdselmélet szerint.

Ebben a részben egy olyan fekete lyuk megolddast targyalunk, amely formailag hasonlit a
Reissner-Nordstrom fekete lyuk megolddsra, azonban nem szerepel benne elektromos toltés.
A Schwarzschild potencidl ® = —M/(M?2r)- ahol M, a Planck témeg- a kovetkezéképpen
moédosul:

M q
b=——4+
r o 2r?
ahol ¢ konstans paraméter az un. drapdly-toltés, amelynek értéke lehet pozitriv vagy

negativ.
Megmutathatd, hogy az effektiv mezbdegyenletek egy ekzakt fekete lyuk megolddsa a
branon az aldbbi indukalt metrikdbol adédik:

ds® = —f(r)de* + £ (r)dr® + r2(d6® + sin® di?) | (60)
ahol 2M
q
-1-==4+ L 1
f(r) r + r2 (61)

Az ilyen fekete lyukakat két paraméter jellemzi: az M tomeg és a g drapaly-toltés.

Formélisan a fenti metrika a Reissner-Nordstrom megolddsa a gombszimmetrikus Ein-
stein-Maxwell rendszernek az dltaldanos relativitdselméletben. A kiilonbség a kettd kozott,
hogy Reissner-Nordstrom metrikdban ¢ drapaly paraméter helyett az elektromos toltés @)
négyzete szerepel. ¢ = QQ?, igy ez mindig pozitfv. Bran vildgoknal viszont a ¢ barmely
értéke megengedett.

Abban az esetben, ha ¢ > 0, akkor a metrika teljesen megegyezik az altaldnos relativ-
itdselméletbeli Reissner-Nordstrom metrikdval. A ¢ < m? lefrja az drapaly toltésti fekete
lyukat két horizonttal: r, = M + /(M? — q) , mindketté a Schwarzschild sugéron beliil.
q = M? esetén a két horizont egybeesik r, = M - nél (ez az eset analég a kiils® Reissner-
Nordstrom fekete lyukkal).

Ezekben az esetekben evidens, hogy a gravitdcids fényelhajlds és a gravitdcids lencsézés
csokken a g-val. ¢ > M? esetén a metrika csupasz szingularitdst ir le. Az drapély toltés g
lehet kisebb vagy nagyobb a branon.

Bérmely ¢ < 0 esetben csak egy horizont van r, = M + /(M? + |q|).Ezeknél a fekete
lyukakndl a gravitdciét noveli a branon levé drapdly toltés. A fényelhajlds és a gravitdcios
lencsézés erésebb, mint a Schwarzschild megoldasnal.

A metrika lefrhat még kompakt sztelldris objektumokat is.[17]
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7.1. Fényterjedés

A fény koveti a metrika null geodetikusait. A mozgdsegyenletek megkaphaték mind a
geodetikus egyenletekbél, mind pedig a Lagrange fiiggvénybél 2L = ds?/d\?* (ahol A egy
paramétere a null geodetikus gorbéknek). Az egyenlitéi sikon keresztiil a gombi és tiikrozési
szimmetria miatt 6 = 7 /2-nek vélaszthaté. FEzek utén:

0=2L=—f(r)i*+ f ' (r)i* + r?¢? (62)

A ciklikus koordinatédk ¢ és ¢ adjak a mozgds megmaradé mennyiségeit E és J-t.

E = fi (63)
J = rp (64)

Visszairva ezeket az egyenletekbe és bevezetve egy 1j radiélis véltozét u = 1/r és ugy
tekintiink -re, mint fiiggetlen véltozéra azt kapjuk, hogy

E2

(W) = =5 — () (65)
Hacsak v’ = 0 (amely a foton korpélydja), a fenti egyenlet a kovetkezéképpen alakul
u? df
V= —uf - —— 66
u u T (66)

f = 1 esetre, mikor nincs gravitdcié (a metrika sik lesz) a fent emlitett egyenlet egysz-
ertisodik
uw4u=0 (67)

amelynek megolddsa u = uy = b !'cosy. Az impakt paraméter b reprezentdlja azt a
legkozelebbi tavolsagot, amelyre a fény megkozeliti a csillagot. A poldr szog ¢ pedig az a
szog , amely a csillag kozéppontjdtdél hiizott vonal a legkozelebi tavolsag felé. Ha u' = 0,
akkor adédik egy aszimptétikus limit = b, valamint M =0=q és b= J/E.

7.2. Perturbativ megoldas
A mésodrendii jarulékok figyelembevételével a kovetkezd egyenlet adédik [18]:
u’ +u = 3Mu* — 2qu® . (68)

Hogy tanulmanyozni tudjuk a gyenge lencsézést, keresiink egy perturbativ megoldast a
kovetkez6 kis paramétereket felhasznélva:

e = Mbb', (69)
n = qb?. (70)

Ebben a forméban:
u=b""cosp+ eus + Ny + Uy + n*vg + enwy + O30 en?, %) . (71)
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frjuk fel az ismeretlenek u; ug, vy, vy és wy egyiitthatéik szerint:

£ uy +up = 3b~ ! cos? . (72)
n v + vy = —2b" " cos® . (73)
2 Uy 4 Uy = 3ug[uy (M — 2gb™* cos ) + 2 cos ). (74)
n vy + vy = 3vi[vy (M — 2¢b™* cos ) — 2cos? . (75)
en wy + wy = 6[uyvy (M — 2¢b™" cos ) + vy cos @ — uy cos® . (76)

Az els6 rendii egyenletek megolddsai:

bfl
u = 7(3 — €08 2¢p). (77)
bfl
v = _E@ cos p — cos 3¢ + 12¢sin ). (78)

Az mu,és muy, mennyiségek e rendfiek,amig ¢b~lu; és gb~lv;mennyiségek n rendfiek.
A maradék hdrom tag megolddsa:

3!
U = e (10 cos p + cos 3¢ + 20 sin ). (79)
—1
vy = %(192 cos ¢ — 48 cos 3y + cos by + 384 sin .
— 36 sin 3p — T2¢? cos . (80)
bfl
wy = E(_87 + 40 cos 2 — cos 4p + 12¢sin 2¢p. (81)

Messze a lencséz6 objektumtol u = 0 és ¢ = w/2m + dp/2 , ahol dp reprezentdlja azt a
szoget,amely az M tomegli és q drapélytoltési objektum eltériti az arra érkezo fénysugarat.
Madsodrendii kozelitésben d¢ az aldabbi alakot 6lti:

§p = eay + 0By +%ag + 1By +eny, + O3 13 en? %) . (82)
Az elhajlas alakja pedig a szdmoldsok utdn a kovetkezo lesz:

3T 157 1057
Sp = 4de — = S Tl | .
o = 4e 477+ 1 c + o 6en (83)

Az els6 harom tagjat a fenti kifejezésnek mar kordbban meghataroztak [16] a Reissner-
Nordstrom fekete lyukra.

Az elhajlas szogét megadhatjuk a Minkowski impakt paraméter fiiggvényeként. Azon-
ban hasznosabb megadni a legkozelebbi tavolsag rm;, fliiggvényében. Az r;, értékét meg-
kapjuk, ha befrjuk u = 1/ry;, és ¢ = 0.

1 17, 81 ,
Tmin = b(1 — e+ 277 168 25677 + 2em . (84)
Invertélva ezt a formuldt megkapjuk a méasodrendii pontossdggal:
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1 1 M M? 47 M
- = (1- + 2 - L 3q
b Tiin Tmin = 2T, 1672 2567‘ 2r

min Tmin min min
Az elhajlds szoge csak elsé és méasodrendii jarulékokbdl &ll, a fenti formula csak el-
sorendi

(85)

4M  3mq N (16w — 16)M?  577¢> N (3w —28)Mgq

42 2 4 3
T'min 4:rmin 4Tmin 64Tmin 2rmin

S = (86)

8. Gyenge gravitacios lencsézés bran fekete lyuknal

A tovdbbiakban vizsgaljuk meg mi torténik ¢ kiilonboz6 értékeinél.Haszndljuk fel a gyenge
gravitdcios lencsézésnél 0-ra kapott (26) Osszefiiggést, melynek nyomdan egy harmadfokd
egyenletet &ll elo:

6% — B> — b0 —c =0, (87)
ahol
Dls
b = 4M
Dle,
37TDls
= (5M?2—
¢ = | ) 4D,
Az egyenlet harom gyoke:
B B
oo = 3+ 9T + :
1 2
6, — g1 6+3b+T _Z,@ B3 |
3 2\ 9T 2 9T
B 1 (B*+3b V3 (%4 3b
s = = —— T A -T) .
3 5 3\ or 1)t oT
ahol
11 1 1 1 1 1 1
T:3_ Zb — 53 __b3__b22 il § -2 . n3
T o Tt T gt el T gref

Ha ¢ paramétert elhanyagolhaténak vessziik és a lencsézo test nem nagyon kompakt
(azaz a mésodrendii effektusok elhanyagolhaték) akkor ¢ ~ 0. Ekkor

2
T = bﬁ—i— /8 +1 \/_b +<§)

és

wir

62+3b T 3b+62—9<bﬁ+276+ 2\/—b\/ﬁ +4>

o 03/ 88 + L5 + Liv3/F + 4b
2
52 4 3 3b+ 2 +9 (%bﬁ + L8+ Liv3by/ B + 4b) ’

o 03/ 108 + L3° + Liv3o\/F + 4
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B = 0 alesetben ebbdl

()

(felhaszndltuk, hogy i'/® = (V3 +1) /2) és

52 +3b /b
or 1 T T3
3%+ 3b

T = Vb
gt Vb

kovetkezik, vagyis a gyokok:

0, = Vb,
02 - _\/l_)a
93 == O

Azt kaptuk, hogy 60, és 0, visszaadja az Einstein gyfirti sugardt, a harmadik pedig nulla.

9. Gravimdagneses effektus

Ha a fény terjedés kozben keresztiilhalad egy lassan mozgé tokéletes folyadékon, akkor
bevezethetd egy effektiv refraktiv index n.sy paraméter, amely a Raychaudhuri-egyenlet
poszt-newtoni kiterjesztésébol szarmazik masodrendben gyengén perturbéalt téridore.

2 4

’I’Leff =1 gq)—f—g/le (88)
Itt ® a skaldr potencidl és A a gravitomdgneses vektorpotencidl. e jeloli az egység tan-
gens vektort a fotonpalydk mentén. Ebben a kozelitésben a metrika figyelembe veszi az
anyagsliriiséget p és az dramlé anyagsiiriiséget j = pv, de elhanyagolja a fesziiltséget az
energia-impulzus tenzorbdl T;; = pv;v; + pd,;. Mivel ezek a tagok kicsik, ezért nem lehet

oket megfigyelni, azonban érzékenyek a sebességvektorra.
A lassan mozgé testek rendszerének kozeli zéndjaban a retarddcionak elhanyagolhaté-

nak kell lennie; ebben az esetben a ® és A kifejezései a Laplace egyenlet megolddsaibdl
adédnak:

AD(r) = 4nGp(r) — q)(r):—G/d?’r"rp(_r/z/‘. (89)
AA(F) = 47rGi(r) — A(r) = —G / d%’%. (90)

Az elhajlas szoge 0 = €initiat — €finai az integralbol kaphaté meg:

2 4
dp=— [dsV® — — [ ds e x rotA. (91)

c? 3

Ebben a kifejezésben a masodik tag irja le a gravimagneses effektust.[18].Ebben a ké-
pletben a mésodik gravimagneses tag elhanyagolhaté nagységui az elséhoz képest.
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10. Osszefoglalas

A gravitdcids lencsézés az univerzum egzotikus objektumainak és szerkezetének feltérképe-
zésére, valamint a gravitacié alternativ elméleteinek tesztelésére is felhasznalhato.

Dolgozatom bevezetd részében rovid torténeti dttekintést adtam a gravitdciés lenc-
sézésrol, annak jelentoségérol a kezdetektol a mostani felfedezésekig. Megtudhattuk, hogy
kik voltak azok, akik munkdi nyomdan kiforrott ez az elmélet, valamint képet kaptunk a
mostansag is folyé kutatdsokrol.

Ezutdn bemutattam a fény elhajldsanak elméleti hatterét. Itt a Schwarzschild metrikét
hasznaltam kiinduldsnak, majd ebbdl felirtam a Lagrange fiiggvényt. Az Euler-Lagrange
egyenletek felirdsdval megkaptam a megfeleld egyenleteket. Kihasznaltam, hogy 6 konstans
értéket vesz fel, valamint hogy ¢ és ¢ ciklikus véltozok. Két esetet lehet megkiilonbozteteni.
Ebbdl az egyik korpalya megoldést adott, a méasiknal pedig megoldottam a fenndllé egyen-
letet, igy megkaptam az elektromagneses hulldm elhajlasi szogét Schwarzschild téridében.

A kovetkezd részben a gravitdcids lencsézés geometridjat mutattam be, valamint az
optikai analégiat. Felirtam a lencseegyenletet és megadtam a képek helyzetét, valamint az
Finstein gy{irti sugararat.

Ezutdn meghatdroztam az elhajlds szogét Schwarzschild, illetve Reissner-Nordstrom
fekete lyukra, mdasodrendig. Felirtam a kordbban m&ar megkapott egyenleteket, és ebbe
befrtam a perturbativ megolddst. Utdna szétvdlasztottam az € és €? rendfi egyenleteket és
ezeket megoldva megkaptam az elhajldsi szoget az impakt paraméter, valamint a minimélis
tavolsag fiiggvényeként, masodrendig.

Altaldnos esetben felirtam az Einstein elhajldsi szoget dltaldnos sztatikus gdmbszim-
metrikus térido esetére.

A dolgozat f6 eredményét egy kis bevezetd eldzi meg a bran vildgokrél. A bran vildgok
a hirelmélet effektiv részeiként foghatok fel, ahol mér az 5-dimenzidés Einstein egyenlet az
érvényes. A branok 4 dimenzids feliiletek, ahol a 4 dimenzié a 3 tér és 1 id6 koordindta.
Az anyag és vele egyiitt mi is a branra vagyunk korldtozédva, még a fény sem hagyhatja
el. A brén egy magasabb dimenzi6ju sokasdgba, a bulk-ba van beledgyazva. A gravita-
ci6 viszont elhagyhatja a brant, igy behatolhat a rejtett extra dimenziéba is. Ez lehet
a magyardzata annak, hogy a gravitdcids kolcsonhatds erdssége eltorpiil a méasik harom
kolcsonhatéds mellett.

Dolgozatom {6 részeként, 1j eredményként kiszamoltam a lencsézést tomeg és arapaly
toltés altal jellemzett bran fekete lyukra. A szdmolds hasonlé médon tértént, mint ko-
rdbban a Schwarzschild és Reissner-Nordstrom fekete lyuk esetén, ahol az elhajlds szogét
mésodrendig szamoltuk ki. Ez a téridé sokban hasonlit a Reissner-Nordstrom fekete lyuk
megolddshoz, csak mig ott a toltés négyzete szerepel, azaz nincs megengedve negativ toltés,
addig itt a toltés barmilyen értéket felvehet. Megallapitottuk, hogy negativ arapdly toltés
esetén egy horizont keletkezik a Schwarzschild sugdron kiviil, és a bulk gorbiilete erositi a
gravitdciét a bréanon, ezaltal erésebb lencsehatést fog okozni.

Dolgozatom zdrasaként megadtam a graviméagneses effektus jarulékit az elhajldsi szog
kifejezésében.
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